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Algebra [. Examen V

Ejercicio 1 (1.25 puntos). Sean P, () propiedades que pueden ser satisfechas, o no,
por los elementos de un conjunto X. Demostrar que se tiene la siguiente equivalencia:

(PV=Q)A(QV=P) < (PAQ)V(PVQ).

Si Xp = {x € X | x verifica la propiedad P} y Xg = {z € X | z verifica la
propiedad @}. Se trata de demosstrar que

[XpUc(Xg)N[XgUe(Xp)] =[XpnNXglUc(XpUXg).
En efecto, empezando por el miembro de la derecha

[Xp N XolUe(XpU Xg) = [(XpNXo) Uc(Xp)] N [(XpNXq)Uc(Xq)]
= [(XpUc(Xp)) N (XU e(Xp))] N [(XpUc(Xg)) N (XU c(Xg))]

= [X N (XoUe(Xp))N[(XpUc(Xg)) NX]

= [Xo U c(Xp)] N [Xp Uc(Xq)] = [XpUc(Xq)] N[XqUc(Xp).

Como queriamos demostrar.

Ejercicio 2 (1.25 puntos).
(1) Determinar si la asignacién /s — a define una aplicacién f: Q — Z
(11) Determinar si la asignacién ¢/o — @°/p2 define una aplicacién g : Q — Q

(1) La asignacién ¢/b — a no define una aplicacién de Q en Z pues por ejemplo el
elemento 1/2 = 2/4 tendria dos imégenes distintas.

(11) La asignacién @/b — ¢*/p2 si define una aplicacién de Q en Q. En efecto, si

a? A

a_=c _ 272 _ 2 _ 2 o _ ¢
2 d:>ad be = a*d® = (ad)? = (be)? = V?c* = 2= 5

Esto es, la imagen de /s no depende del representante elegido.

Ejercicio 3 (1.25 puntos). Sea f : S — T una aplicacién. Probar que, para cuales-
quiera subconjuntos A C S'y B C T, se verifica que f.(AN f*(B)) = f.(A) N B.
(Recordad que,si X C S eY C T, entonces f«(X) = {f(z) |z € X} y f*(Y) = {z € S| f(z) € Y}

Demostraremos por doble inclusién.
C) Seay e fi(ANf(B)) =3z AN f(B) |y = f(z)

reA=y=flz )G(f*(A)

SixEAﬂf*(B)i{:Eef*( B)=y— f(z) € B }:>y€f*(A)ﬂB

D) Seay € f.(A) N B. Entonces:

yef(A)=>3zeAly=f(a)
y=f(z) e B=ue [(B) };‘y

4

= f(z) con x € ANf*(B) = y € f.(ANf*(B))
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Ejercicio 4 (1.25 puntos). Sea V el conjunto de los vértices de un cuadrado y
A={f:V = {1,2,3} | f es aplicacién}. Definimos en A la siguiente relacién
binaria

f1 ~ fo <= existe una biyeccién ¢ : V — V tal que f; = foo¢
Demostrar que ~ es una relacion de equivalencia. Describir las clases de equivalencia.
Reflexiva Para todo f € A, sabemos que f = foidy = f ~ f.

Simétrica Sea f; ~ fo = d ¢ : V — V biyectiva tal que f; = f5 0 ¢. Considerando
¢! (que existe por ser ¢ biyectiva), se tendra:

fiog = (foop)od™ = fro(pog )= facidy = fo= for~ fi
Transitiva Sean fi, fo, f3 € A tales que f1 ~ fo v fo ~ f3. Entonces:

lefQ — EI(b:V—)Vbiyectivatqfl:fQogb
for~ f3 J ¢V — V biyectiva tq fo = f301

Entonces
fi=fooh=(fso)op=fzo(Poo)= fi~ f3

pues Yo ¢ : V — V es biyectiva por ser composiciéon de biyectivas.

Finalmente, para f € A, se tiene que su clase de equivalencia es:

fl={9€Alg~f}={fod|¢p:V =V es biyectiva}

Ejercicio 5 (1.25 puntos). Calcula el cociente y el resto de dividir el entero —2120
entre 19. Calcula el resto de dividir por 19 el resultado de multiplicar 4825 - (—2120).

(Deja constancia del procedimiento y cdlculos que has usado)

Puesto que
2120 = 19-111+11 = —2120 = 19(—111)—11 = 19-(—111)—19+19—11 = 19(—112)+8

Por tanto el cociente es —112 y el resto es 8. Como 4825 = 19 - 253 + 18 =
Res(4825;19) = 18. Entonces

Res(4825 - (—2120); 19) = Res(18-8;19) = Res(144;19) = 11, pues 144 = 197+ 11

Ejercicio 6 (1.25 puntos). Determina todas las unidades del anillo Z[/—5]. Calcula
también el inverso de % + %\/—5 en el cuerpo Q[v/—5]. (Deja constancia del procedimiento y

célculos que has usado)
En Z[\/=5], la norma de a = a + by/—5 es N(a) = a® + 5b. Entonces

a+bv/-5cU(ZV-5]) & Na)=ad>+5¥=1<a+1Ab=0

b}
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Por tanto U(Z[v/=5]) = {1, —1}.

Sabemos que Q[v/—5] es un cuerpo. Para o € Q[v/—5],a # 0, su inverso es o™+ =
ﬁo’z. Para o =5+ 3V/-5#0,N(a)=1+55 =1 +2= ‘21[1) Entonces
L, 20,1 3 10 12

=G sV =1

Ejercicio 7 (1.25 puntos). Sean n, m > 2y considerese el conjunto U = U(Zy, X Z,)
de las unidades del anillo producto cartesiano. La afirmacién ”|U| = (n—1)(m—1)"
es

L] siempre cierta,
[] siempre falsa

[ a veces verdad y a veces falsa, dependiendo de n, m.

Justificar la respuesta.

Paran=2ym =3
U=U(Zy x Z3) = U(Zz) x U(Z3) = {1} x {1,2} = {(1, 1), (1,2)}
Por tanto, [U| =2=(2—1)-(3 —1) y la igualdad se tiene.
Paran=3ym =4
U=U(Zs x Zs) =U(Z3) x U(Zs) = {1,2} x {1,3} ={(1,1),(1,3),(2,1),(2,3)}
Por tanto |U| =4 # (3 —1)(4 — 1) y la igualdad no se tiene.

Ejercicio 8 (1.25 puntos). Sea ¢ : R — CxC la aplicacién definida por ¢(r) = (r, 7).
Demostrar que ¢ es un homomorfismo de anillos.

Para b = (1,i) € C x C y haciendo uso de la propiedad universal, considérese
op : R[X] — C x C el homomorfismo inducido por ¢. Determinar el valor de ¢(f)
para f = 3 + 222 — 323

Puesto que, dados 7, s € R se tiene que

Pp(r+s)=(r+sr+s)=(rr)+(ss)=9o(r)+ds)
o(rs) = (rs,rs) = (r,r) - (s,8) = o(r) - P(s)

y ademads, ¢(1) = (1,1), el uno de C x C. Tenemos que ¢ es un homomorfismo.

Dado b = (1,4), se tiene por la propiedad universal, el homomorfismo dado por
o : R[X] = C x C que esta definido por

o (Z akl'k) =Y olar) b = dlay)(1,9)"

Entonces B
op(3 + 22" = 32°) = ¢(3) + ¢(2)(1,4)* — (3)(1, 1)
=(3,3) +(2,2)(1, 1) = (3,3)(1, =i) = (3,3) + (2, —2) — (3, =30
=(3+2-3,3-2+3i)=(2,1+ 3i).



